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Re´sume´. Le but de cet article est d’ame´liorer les conditions suffisantes,
de´ja` e´tabli par le premier auteur pour que la somme des nombres de
Betti, d’un CW-complexe 1-connexe fini et rationnel, soit supe´rieur a` la
dimension de son Q-espace vectoriel d’homotopie, qu’on pre´sentera dans
deux aspects, celui alge´brique et un autre ge´ome´trique.
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2 M.R HILALI AND M.I MAMOUNI
1. Introduction
1.1. Les CW-complexes finis 1-connexes. Les CW complexe finis
1-connexes, note´s ci-apre`s X, se divisent en deux classes :
– Les CW complexes elliptiques tels que
dimpi∗(X)⊗Q <∞ .
– Les CW complexes hyperboliques tels que
dimpi∗(X)⊗Q =∞ .
1.2. Les elliptiques. La cohomologie rationnelle H∗(X;Q) d’un espace
elliptique X est a` dualite´ de Poincare´ et sa caracte´ristique d’Euler, χ ve´rifie
χ ≥ 0.
Bien que les espaces elliptiques jouissent de proprie´te´s tre`s spe´cifiques
(nous en verrons d’autres au cours de cette expose´) ce sont ceux que l’on
rencontre le plus couramment en ge´ome´trie diffe´rentielle (Groupes de Lie,
espaces homoge`nes,...).
1.3. Quelques conjectures dans le cas elliptique. J. Moore a conjec-
ture´ :
Conjecture M. Le groupe abe´lien gradue´ pi∗(X) posse`de un p-exposant
ssi X est CW complexe elliptique.
Rappelons qu’un groupe gradue´ ve´rifie une proprie´te´ si chacune de ses
composantes ve´rifie cette proprie´te´ et qu’un groupe abe´lien admet un p-
exposant (p nombre premier) s’il existe un entier n tel que pn annule la
p-torsion du groupe. Cette conjecture a e´te´ e´tablie dans de nombreux cas
particuliers par P. Se´lick, The´riault, Stelzer,... .
R. Bott a conjecture´ que
Conjecture B. Toute varie´te´ riemannienne compacte 1-connexe sans
bord dont la courbure sectionnelle est toujours ≥ 0 est un CW complexe
elliptique.
Cette conjecture a e´te´ partiellement de´montre´e par G. Paternain en 1992.
Dans cet article nous sommes inte´resse´s par la conjecture H, e´mise par le
premier auteur en (1990) :
Conjecture H. Pour tout CW complexe elliptique, 1-connexe X, on a :
dimpi∗(X) ⊗Q ≤ dimH∗(X;Q) .
Cette conjecture e´te´ de´montre´e par le premier auteur [Hi-90] pour les CW
complexes elliptiques tels que χ > 0, (cas pur).
1.4. Contexte. La conjecture H, entre dans le cadre d’autres conjectures
qui proposent une minoration de la dimension cohomologique, on citera en
particulier celle du rang torique due a` S. Halperin en 1986.
Conjecture du rang torique (CRT). Si X est un espace 1-connexe et
raisonnable, alors
dimH∗(X,Q) ≥ 2rk0(X)
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On rappelle qu’un espace X est dit raisonnable s’il ve´rifie les proprie´te´s
suivantes :
– X est connexe, de Hausdorff, compact ou paracompact.
– dimH∗(X,Q) <∞.
– Pour tout x ∈ X, on a lim
−→
H∗(U,Q) = 0 ou` la limite est prise sur les
voisinages ouverts U de x.
Cette conjecture a e´te´ re´solue dans des cas particuliers par Halperin,
Allday, Puppe, Hilali,...
1.5. La conjecture H, dans le cas non elliptique. Toutes les situations
sont possibles, on les illustrera ci-dessous avec des exemples :
– dimH∗(X,Q) = +∞,dimpi∗(X)⊗Q = +∞.
Prendre X = S2 × S3 × · · ·
– dimH∗(X,Q) = +∞,dimpi∗(X)⊗Q < +∞.
Prendre X = CP∞, dans ce cas
H∗(X,Q) = Q[a] tel que |a| pair et pi∗(X) ⊗Q = K(Z, 2)
– dimH∗(X,Q) < +∞,dimpi∗(X)⊗Q = +∞.
Prendre X = S3 ∨ S3, dans ce cas
H0(X,Q) ≡ Q, H3(X,Q) ≡ Q⊕Q.
pi∗+1(S3 ∨ S3) = pi∗(Ω(S3 ∨ S3)) = L(a, b) avec |a| = |b| = 2.
1.6. Notre contribution. Nous de´montrerons la conjecture H dans quelques
cas ou` χ = 0.
Rappelons que d’apre`s [FHT-01]-[Proposition 32.16],{
χ > 0 ⇐⇒ dimpiimpair ⊗Q = dimpipair ⊗Q
χ = 0 ⇐⇒ dimpiimpair ⊗Q > dimpipair ⊗Q
et donc que le cas restant, χ = 0, est le plus vaste.
Plus pre´cise´ment, nous suivrons le plan suivant :
– Quelques points de la the´orie des mode`les minimaux de Sullivan.
– Enonce´ de la conjecture en termes de mode`les minimaux.
– Le cas hyper-elliptique, sous condition. (Enonce´ et preuve du the´ore`me).
– Le cas elliptique, sous condition. (Enonce´ et preuve du the´ore`me).
– Le rang torique. (Enonce´ et preuve du the´ore`me).
– Le cas symplectique, sous condition. (Enonce´ et preuve du the´ore`me).
– Le cas co-symplectique, sans condition. (Enonce´ et preuve du the´ore`me).
2. Re´solution du proble`me.
2.1. Motivation. La conjecture (H) est ve´rifie´e pour les H-espaces, car
l’image du morphisme d’Hurewicz, hurX : pi∗(X)⊗Q −→ H∗(X,Q) engendre
l’alge`bre de Pontrayagin, H∗(X,Q) et car H∗(X,Q) ∼= H∗(X,Q) par dualite´.
2.2. Alge`brisation de la conjecture. D.Sullivan [Su-78] a construit pour
tout espace topologique 1-connexe, X, ve´rifiant dimH i(X;Q) < ∞ pour
tout i, un mode`le minimal (APL(X), d) = (
∧
V, d), unique a` isomorphisme
pre´s quand H0(X,Q) = Q, tel que [Ha-83] :
V n ∼= pin(X) ⊗Q
Hn(
∧
V, d) ∼= Hn(X,Q)
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donc
V ∼= pi∗(X)⊗Q
H∗(
∧
V, d) ∼= H∗(X,Q)
Ce qui nous permet d’e´noncer la conjecture H de la fac¸on suivante :
Version alge`brique. Si (
∧
V, d) de´signe un mode`le minimal tel que :
i) dim(V ) <∞
ii) dimH∗ (
∧
V, d) <∞
Alors :
dim(V ) ≤ dimH∗
(∧
V, d
)
2.3. Les the´ore`mes. La conjecture (H) est ve´rifie´e dans les cas suivants :
The´ore`me A. X est hyper-elliptique ve´rifiant :
dim (pipair ⊗Q) ≥ 1
2
(
1 +
√
−12χπ(X) − 15
)
Corollaire A.1. X est hyperelliptique ve´rifiant :
(1) χπ(X) ∈ {0,−1,−2}
The´ore`me B. X est elliptique 1-connexe ve´rifiant :
(2) ]fd(X) ≤ 10
Ou` fd(X) appele´e dimension formelle de X est de´finie par la relation
suivante :
fd(X) = max{n ∈ N tel que Hk(X,Q) 6= 0}
The´ore`me C. X est un espace rationnel 1-connexe, elliptique tel que :
pipair(X)⊗Q = 0, de mode`le
∧
V =
∧{y1, . . . , yn} avec |yi| impair ve´rifiant :
∀ i ∈ {1, . . . n} dim(kerδi) > dim(Imδi)
Ou` δi : Ai−1 −→ Ai−1
β 7−→ βαi
avec Ai = H
∗(∧{y1, . . . , yi}, d) et αi = [dyi].
Corollaire C.1. X elliptique, 1-connexe de mode`le minimal (
∧
V, d) =
(
∧{y1, y2, ..., yn}, d) ve´rifiant :
– pi2k(X) ⊗Q = 0, ∀k ∈ N
– α2i = [dyi]
2 = 0, ∀i ∈ {3, ..., n}
– ∀i ∈ {3, ..., n}, il existe γ1i, γ2i ∈ A+i , tels que : αi = γ1iγ2i, et γ21i = 0.
The´ore`me D. X est hyperelliptique ve´rifiant :
rk0(X) = −χπ(X)− i tel que i ∈ {0, 1, 2}
Ou` rk0(X) appele´ rang torique de X est de´fini par la relation suivante :
rk0(X) = max{n ∈ N tel que Tn =
(
S1
)n
agit presque librement sur X}
c’est a` dire : ∀ x ∈ X,Gx = {g ∈ Tn tel que g.x = x} est fini.
The´ore`me E. X est elliptique 1-connexe ve´rifiant :
fd(X)− rk0(X) ≤ 6
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codim(X) = fd(X)− rk0(X) s’appelle codimension de X.
The´ore`me F. X est 1-connexe, symplectique.
The´ore`me G. X est co-symplectique.
2.4. Les outils.
2.4.1. De´finitions, notations et vocabulaire. .
Mode`les de Sullivan.
– (
∧
V, d) est dit mode`le minimal elliptique, si et seulement si :
(1) dimV <∞.
(2) dimH∗ (
∧
V, d)) <∞.
(3) Il existe {|x1| ≤ · · · ≤ |xn|} base de V telle que
i) dx1 = 0
ii) dxi ∈
∧≥2{x1, . . . xi−1}, ∀ 1 ≤ i ≤ n
– Le mode`le est dit pur si de plus :
d(V pair) = 0 et d(V impair) ⊂
∧
V pair
– Le mode`le est dit hyperelliptique si de plus
(3) d(V pair) = 0
d(V impair) ⊂ ∧+ V pair ⊗∧V impair
Invariants d’Euler-Poincare´. Dans le cas d’un espace elliptique, on
de´finit les deux invariants suivants :
– Invariant cohomologique :
χc(X) =
∑
k≥0
(−1)k dimHk(X,Q)
= dim
(
Hpair(X,Q)
) − dim (H impair(X,Q))
– Invariant homotopique :
χπ(X) =
∑
k≥0
(−1)k dimpik(X)⊗Q
= dim(pipair(X) ⊗Q)− dim(piimpair(X)⊗Q)
= dim(V pair)− dim(V impair)
H-espaces [Th-92], [Hat-02] Un H-espace est un espace topologique, X,
muni d’une application continue µ : X ×X −→ X tel que µ ◦ iε = idX ou`
iε : X −→ X ×X, ε = 1, 2 de´signe l’une des inclusions naturelles.
Les H-espaces abondent en ge´ome´trie et en topologie, comme exemple on
peut citer :
– Les groupes topologiques, en particulier les groupes de Lie.
– Les sphe`res S0, S1, (des complexes), S3, (des quaternions), S7, (des
octanions).
Adams [Ad-60] a de´montre´ que ce sont les seules sphe`res, H-espaces.
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– RP1 = S1upslope± 1,RP3 = S3upslope± 1,RP7 = S7upslope± 1.
Dans le cas ge´ne´ral RPn est un H-espace si et seulement si n+ 1 est
une puissance de 2.
– L’espace de lacets ΩX, d’un espace pointe´ X.
– Les espaces d’Eilenberg-MacLane, K(G,n), tel que n ≥ 1 et G abe´lien,
puisque K(G,n) = ΩK(G,n+ 1).
– CP∞.
– J(X) : The “James reduced product” associe´ a` un espace topologique
pointe´, (X, ∗), de´fini par la relation :
J(X) =
∐
k≥1
Xkupslope(x1, . . . , xi, . . . , xk) ∼ (x1, . . . , x̂i, . . . , xk), si xi = ∗
– SP (X) : The “infinite symmetric product” associe´ a` un espace topolo-
gique, X, de´fini par la relation :
SP (X) =
∐
k≥1
Xkupslope(x1, . . . , xk) ∼ (xσ(1), . . . , xσ(k))
Espaces symplectiques [La-98] Une varie´te´ symplectique est une varie´te´
diffe´rentielle M , munie d’une forme diffe´rentielle de degre´ deux ω ferme´e et
non de´ge´ne´re´e, appele´e forme symplectique.
L’e´tude des varie´te´s symplectiques rele`ve de la topologie symplectique.
Les varie´te´ symplectiques apparaissent lors de l’e´tude des formulations abs-
traites de la me´canique classique (Hamiltonienne) et analytique (quantique),
lie´es au fibre´s cotangents des varie´te´s, notamment dans la description hamil-
tonienne de la me´canique, ou` les configurations d’un syste`me forment une
varie´te´ dont le fibre´ cotangent de´crit l’espace des phases du syste`me.
Les espaces de Kahler sont des varie´te´s symplectiques, qui sont des varie´te´s
de Poisson, qui a` leur tour sont des varie´te´s de Jacobi.
Espaces cosymplectiques. Une structure cosymplectique sur une varie´te´
M de dimension 2k+1 est la donne´e d’une 1-forme ferme´e θ et une 2-forme
ferme´e ω telles que θ ∧ ωk est une forme volume sur M , ou` ωk de´signe le
produit de k copies de ω.
2.4.2. Principaux re´sultats utilise´s.
The´ore`me 2.1. C. Allday & S. Halperin, [AH-78]
Si X est elliptique 1-connexe et raisonnable, alors :
– χπ(X) ≤ −rk0(X).
– χπ(X) = −rk0(X) =⇒ X pur.
The´ore`me 2.2. J. Friedlander & S. Halperin, [FH-79]
Si X espace elliptique, 1-connexe de mode`le minimal de Sullivan, (
∧
V, d),
alors
dimV ≤ fd(X)
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Et on peut trouver {x1, . . . , xn} base de V pair et {y1, . . . , yn+p} base de
V impair telles que :
|x1| ≤ · · · ≤ |xn|, ∀ 1 ≤ i ≤ n
|yi| ≥ 2|xi| − 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n
n∑
i=1
|xi| ≤ fd(X)
n+p∑
i=1
|yi| ≤ 2fd(X) − 1
n+p∑
i=1
|yi| −
n∑
i=1
(|xi| − 1) = fd(X)
The´ore`me 2.3. S. Halperin.[Ha-83]
Si X espace elliptique, 1-connexe alors :
– χπ(X) ≤ 0, χc(X) ≥ 0
– χπ(X) < 0 ⇐⇒ χc(X) = 0
On prendra dans la suite {x1, . . . , xn} comme base de V pair et {y1, . . . , yn+p}
comme base de V impair, avec p ≥ 0 et χπ = −p.
En particulier on peut en conclure que :
– χc(X) = 0 =⇒ dimH∗(X,Q) = 2dimHpair(X,Q).
– χc(X) 6= 0 =⇒ dimH∗(X,Q) = dimHpair(X,Q).
The´ore`me 2.4. M.R. Hilali, [Hi-90]
Soit X un CW-complexe 1-connexe, ve´rifiant l’une des deux conditions
suivantes :
– X est un espace hyperelliptique.
– X est de dualite´ de Poincare´, tel que codim(X) ≤ 6.
Alors :
dimH⋆(X,Q) ≥ 2rk0(X).
The´ore`me 2.5. S. Halperin & G. Levin, [HL-86]
Si X est elliptique 1-connexe et pur, alors :
χπ(X) = −rk0(X).
3. Les de´monstrations.
3.1. Cas hyper-elliptique. (sous condition)
Preuve du the´ore`me A. D’apre`s (3) on a
dxi = 0 ∀ i ∈ {1, . . . , n}
dyj = Pj + wj ∀ j ∈ {1, . . . , n+ p} tel que Pj ∈
∧+ V pair, wj ∈ ∧+ V pair ⊗∧+ V impair
Notons W1,W2 les sous-espaces vectoriels de H
pair(
∧
V, d) engendre´s
respectivement par ([xi])1≤i≤n et ([xixj ])1≤i≤j≤n. Graˆce a` la minimalite´ du
mode`le on a H0(∧V, d)⊕W1⊕W2 est une somme directe dans Hpair(∧V, d),
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et ([xi])1≤i≤n libre, donc
H0(∧V, d) ⊕W1 ⊕W2 ⊂ Hpair(∧V, d)
dimH0(∧V, d) = 1,dimW1 = n(n+ 1)
2
D’autre part
W2 ⊕ (
∧2 V pair ∩ dV impair) = ∧2 V pair
dim
∧2 V pair = n(n+ 1)
2
dim
∧2 V pair ∩ dV impair ≤ dim dV impair = n+ p
car {dy1, . . . , dyn+p} engendre dV impair
Supposons que X n’est pas pur (le cas contraire a e´te´ de´ja re´solu),
donc ∃j ∈ {1, . . . , n + p} tel que wj 6= 0, d’ou` dyj /∈ ∧2V pair, donc
dyj /∈
∧2 V pair ∩ dV impair, et par suite
(4)
dimV1 ≤ n+ p− 1
dimW2 ≥ n(n+ 1)
2
− n− p+ 1
dimHpair(
∧
V, d) ≥ n(n+ 1)
2
− p+ 2
Comme X n’est pas pur, alors χπ(X) < −rk0(X) ≤ 0 (the´ore`me 2.1),
donc χc(X) = 0 (the´ore`me 2.3), donc dimH
∗(
∧
V, d) = 2dimHpair(
∧
V, d),
or dimV = 2n + p, (4) devient alors
(5) dimH∗(
∧
V, d) − dimV ≥ n2 − n− 3p + 4
L’e´tude du signe du trinoˆme P (n, p) = n2−n−3p+4, permet de conclure
que la conjecture (H) est vraie pour
(6) p ≥ 2 et n ≥
1 +
√
12p − 15
2
p = 1 et ∀ n ∈ N
Signalons enfin que p = 0 est le cas pur, et que
n = dimV pair = dim(pipair ⊗ Q), p = −χπ(X). Ce qui termine notre
de´monstration .
Preuve du Corollaire A.1. D’apre´s (5) il suffit d’e´tudier le signe de
P (n, p) = n2 − n− 3p + 4, on distingue les cas suivants
Premiers cas : χπ(X) = 0, cas pur (de´ja` re´solu).
Deuxie`me cas : χπ(X) = −p = −1
On a : P (n, 1) = n2 − n+ 1 ≥ 0, ∀ n ∈ N.
Troisie`me cas : χπ(X) = −p = −2
On a : P (n, 2) = n2 − n − 2 ≥ 0, ∀ n ≥ 2. Pour n ∈ {0, 1}, on a
dimH∗(
∧
V, d) ≥ 2(1 + dimW1) = 2 + 2n = dimV
.
3.2. Cas elliptique. (sous condition)
Preuve du The´ore`me B. Soit {x1, · · · , xn} une base de V pair et
{y1, · · · , yn+p} une base de V impair, d’apre`s the´ore`me 2.2, on a les tableaux
re´capitulatifs suivants :
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fd(X) (|x1|, · · · , |xn|) (|y1|, · · · , |yn+p|)
2 (2) (3)
3 0 (3)
4
(2) (5)
(2,2) (3,3)
(4) (7)
5
0 (5)
(2) (3,3)
6
0 (3,3)
(2) (7)
(2,2) (3,5)
(2,4) (3,7)
(2,2,2) (3,3,3)
7
0 (7)
(2) (3,5)
(4) (7.3)
(2,2) (3,3,3)
8
0 (3,5)
(2) (3,3,3)
(2,2,2) (3,3,5)
(2,4) (5,7)
(2,2,2,2) (3,3,3,3)
(4,4) (7,7)
(6) (13)
9
0 (9)
(2) (3,7)
(2) (5,5)
(2,2) (3,3,5)
(2,2,2) (3,3,3,3)
(2,4) (3,7,3)
(4) (7,5)
(6) (11,3)
On ve´rifie a` la main, cas par cas que l’espace est pur, donc ve´rifie la
conjecture (H).
fd(X) (|x1|, · · · , |xn|) (|y1|, · · · , |yn+p|)
10
0 (5,5)
0 (3,7)
(2) (3,3,5)
(2,2) (3,3,3,3)
(2,2,2) (3,5,5)
(2,2,2) (3,3,7)
(2,2,2,2) (3,3,3,5)
(2,2,2,2,2) (3,3,3,3,3)
(2,4) (7,7)
(2,6) (5,11)
(2,4,4) (3,7,7)
(4) (7,3,3)
(4,6) (7,11)
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On ve´rifie a` la main, cas par cas que l’espace est hyperelliptique avec
χπ ∈ {0,−1,−2}, donc ve´rifie la conjecture (H) d’apre`s 1 .
Preuve du The´ore`me C. On va raisonner par re´currence, il est clair
que c’est vrai pour n = 1.
Supposons le re´sultat vrai pour n−1, donc dimH∗(∧W,d) ≥ dimW = n−1
ou`
∧
W =
∧{y1, . . . , yn−1}.
Conside´rons la suite courte
0 −→ (
∧
W,d) −→ (
∧
V =
∧
W ⊗
∧
yn, d) −→ (
∧
W,d) −→ 0
Elle induit en cohomologie la suite exacte longue de connectant [Su-78]
δn : An−1 = (
∧
W,d) −→ An−1 = (
∧
W,d)
β 7−→ βαn
αn = [dyn]
Qui nous induit a` son tour la suite exacte courte
0 −→ coker δn −→ H∗(
∧
V, d) −→ ker δn −→ 0
Ainsi dimH∗(
∧
V, d) = dim ker δn + dim coker δn
= dim ker δn + dimH
∗(
∧
V, d)− dim Im δn
= 2dim ker δn
> dim ker δn + dim Im δn
= dimH∗(
∧
V, d)
≥ dimW = n− 1
Donc dimH∗(
∧
V, d) ≥ n = dimV .
Preuve du Corollaire C.1 On va montrer que ∀i, 1 ≥ i ≥ n, on a :
dim(kerδi) > dim(Imδi)
En effet d’une part si αi = 0, alors dim(Imδi) = 0 < dim(kerδi), d’autre
part si αi 6= 0 alors δi ◦ δi = 0 et donc Imδi ⊂ kerδi, montrons que cette
inclusion est stricte.
Supposons par l’absurde que Im(δi) = ker(δi) alors ∀β ∈ Im(δi) \
{0}, |β| ≥ |αi|. Or d’apre`s les hypothe`ses αi = γ1iγ2i, γ21i = 0 et donc
αiγ1i = γ2iγ
2
1i = 0, ce qui implique que γ1i ∈ ker(δi), ceci est impossible
car |γ1i| < |αi|. 
3.3. Cas du rang torique. (sous condition)
Preuve du the´ore`me D. Gardons les meˆmes notations ci-dessus. Nous
allons distinguer trois cas :
Premier cas : rk0(X) = −χπ(X) = p. X.
Cas pur d’apre`s le the´ore`me 2.1
Deuxie`me cas : rk0(X) = −χπ(X)− 1 = p− 1. On sait que :
dimH ⋆(
∧
V , d) ≥ 2 p−1 d’apre`s the´ore`me 2.4
dimH ⋆(
∧
V , d) ≥ dimV , ∀n ≥1+
√
12p−15
2 d’apre`s (6)
Par conse´quent
(7) dimH⋆(
∧
V, d) ≥ dimV, ∀n ∈
[
0,
2p−1 − p
2
]
∪
[
1 +
√
12p− 15
2
,+∞
[
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Cherchons d’abord pour quelles valeurs de p on a :
2p−1 − p
2
≥ 1 +
√
12p − 15
2
et donc cherchons p ∈ N tels que :
Ap = 2
p(2p−2 − p− 1) + p2 − 10p + 16 ≥ 0
∀p ≥ 8 on a Ap > 0, car p2 − 10p+ 16 ≥ 0 et 2p−2 − p− 1 > 0. On ve´rifie
facilement que Ap > 0, si p ∈ {5, 6, 7}.
Il reste a` ve´rifier la conjecture (H) pour p ∈ {3, 4}
(1) p = 3. D’apre`s 7, la conjecture (H) est vraie dans les cas n = 0 ou
n ≥ E(1+
√
21
2 ) + 1 = 3, examinons les deux autres cas qui restent :
(a) n = 1. Posons (
∧
V, d) = (
∧
(x, y1, y2, y3, y4), d). D’apre`s la
minimalite´ de (
∧
V, d) on peut supposer que :
dx = 0, dyi = Pi(x)(1 ≤ i ≤ 3), et dy4 = P4(x) + α, ou`
α ∈ Q[x]⊗∧+{y1, y2, y3}, et {P1, P2, P3, P4} ⊂ Q[x]
Sans perte de ge´ne´ralite´ on peut poser :
P1(x) = x
q, P2(x) = ax
r et P3(x) = bx
s, 2 ≤ q ≤ r ≤ s.
Si a = b = 0, alors l’ensemble B = {[y2], [xy2], [y3], [xy3]} est
une famille libre dans H impair(
∧
V, d), et donc
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimH impair(
∧
V, d) ≥ 8 > dimV = 5.
Si (a, b) 6= (0, 0), supposons par exemple a 6= 0. Conside´rons les
e´le´ments de H impair(
∧
V, d) suivants :
ω1 = [ax
r−qy1 − y2]
ω2 = [bx
s−qy1 − y3]
ω3 = xω1 = [ax
r−q+1y1 − xy2]
Comme {ω1, ω2, ω3} sont line´airement inde´pendants, alors :
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimH impair(
∧
V, d) ≥ 6 > dimV = 5.
(b) n = 2. Posons (
∧
V, d) = (
∧
(x1, x2, y1, y2, y3, y4, y5), d). Comme
ci-dessus on peut supposer que :
dx1 = dx2 = 0
dyi = Pi(x1, x2) ∈ Q[x1, x2] (i = 1, 2, 3)
dyj ∈
∧
V (j = 4, 5)
Posons B2 = {[x21], [x22], [x1x2]} et W2 le sous espace vectoriel
de Hpair(
∧
V, d)engendre´ par B.
Si dimW ≥ 1, alors :
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimHpair(
∧
V, d) ≥ 8 > dimV = 7
carQ{1, [x1], [x2]}⊕W2 est une somme directe dansHpair(
∧
V, d).
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Supposons maintenant que W2 = {0}. On peut poser :
dy1 = x
2
1
dy2 = x1x2
dy3 = x
2
2
dy4 = P4(x1, x2) + α
dy5 = P5(x1, x2) + β
avec α, β ∈ Q[x1, x2]⊗
∧+{y1, y2, y3, y4} qui ne sont pas simul-
tane´ment nuls (car X n’est pas pur) ; supposons par exemple
α 6= 0, α s’e´crit :
α = P (x1, x2)y1y2 +Q(x1, x2)y1y3 +R(x1, x2)y2y3
On a alors :
0 = dα = −(x22Q+ x1x2P )y1 + (x21P − x22R)y2 + (x21Q+ x1x2R)y3
ce qui donne le syste`me :
x22Q+ x1x2P = 0
x21P − x22R = 0
x21Q+ x1x2R = 0.
Comme les polynoˆmes x21 et x
2
2 sont premiers entre eux alors il
existe Z ∈ Q[x1, x2] tel que :
P = x22Z
Q = −x1x2Z
R = x21Z
D’ou` : α = d(Zy1y2y3). D’autre part P = dα1, car [P ] ∈ W =
{0}. On en de´duit le cocycle γ = y4−α1−Zy1y2y3. Conside´rons
les e´le´ments de H impair(
∧
V, d) suivants :
ω′1 = [y4 − α1 − Zy1y2y3]
ω′2 = x1ω
′
1
ω′3 = [x2y1 − x1y2]
ω′4 = [x1y3 − x2y2]
On ve´rifie facilement que ω′1, ω
′
2, ω
′
3 et ω
′
4 sont line´airement
inde´pendants et donc :
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimH impair(
∧
V, d) ≥ 8 > dimV = 7.
(2) p = 4. On sait que d’apre`s 7 la conjecture (H) est vraie pour tout
n ≤ 2, ou n ≥ E(1+
√
33
2 ) + 1 = 4, il reste donc le cas n = 3. Posons :
(
∧
V, d) = (
∧
(x1, x2, x3, y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7), d), avec |xi| (1 ≤ i ≤
3) est pair, et |yj | (1 ≤ j ≤ 7)est impair. Comme ci-dessus W2
de´signe le sous espace vectoriel de Hpair(
∧
V, d) engendre´ par
B2 = {eij = [xixj ]/1 ≤ i, j ≤ 3}.
Si dimW2 ≥ 1, alors :
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimHpair(
∧
V, d) ≥ 10 = dimV.
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car Q{1, [x1], [x2], [x3]}⊕W2 est une somme directe dansHpair(
∧
V, d).
Supposons maintenant que W2 = {0}. On peut e´crire :
dy1 = x
2
1 dy2 = x
2
2
dy3 = x
2
3 dy4 = x1x2
dy5 = x1x3 dy6 = x2x3
dy7 = P + α
ou` P ∈ Q[x1, x2, x3], et α ∈ Q[x1, x2, x3]⊗
∧+{y1, y2, y3, y4, y5, y6}.
Conside´rons les e´le´ments de H impair(
∧
V, d) suivants :
ω′′1 = [x2y1 − x1y4] , ω′′2 = [x3y1 − x1y5] , ω′′3 = [x1y2 − x2y4]
ω′′4 = [x3y2 − x2y6] , ω′′5 = [x1y3 − x3y5] , ω′′6 = [x2y3 − x3y6].
Il est clair que ω′′1 , ω
′′
2 , ω
′′
3 , ω
′′
4 , ω
′′
5 et ω
′′
6 sont line`airement inde´pendants
et donc :
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimHpair(
∧
V, d) ≥ 12 > dimV.
Troisie`me cas : rk0(X) = −χπ(X) − 2 = p− 2, p ≥ 2. Dans ce cas on a :
dimH ⋆(
∧
V , d) ≥ 2 p−2 d’apre`s the´ore`me 2.4
dimH⋆(
∧
V, d) ≥ dimV, ∀n ≥ 1+
√
12p−15
2 d’apre`s (6)
D’ou` :dimH⋆(
∧
V, d) ≥ dimV, ∀n ∈ [0, 2p−2−p2 ] ∪ [1+
√
12p−15
2 ,+∞[. Comme
ci-dessus cherchons les valeurs de p pour lesquelles :
2p−2 − p
2
≥ 1 +
√
12p − 15
2
c’est a` dire, pour quelles valeurs de p on a :
Ap = 2
p−1(2p−3 − p− 1) + p2 − 10p + 16 ≥ 0
On ve´rifie que Ap > 0, pour tout p ≥ 6. Il reste a` e´tudier le cas p ≤ 5. Le
cas p ≤ 4 est de´ja` traite´ ci-dessus, voyons maintenant le cas p = 5.
D’apre`s (6), la conjecture (H) est ve´rifie´e pour tout n ≥ E(1+
√
45
2 )+1 = 4
ou n ≤ E(23−52 ) = 1.
Etudions maintenant les deux cas restants n = 2 et n = 3.
(1) n = 2, e´crivons (
∧
V, d) = (
∧
(x1, x2, y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7), d) avec
|x1| ≤ |x2| et |y1| ≤ |y2| ≤ |y3| ≤ |y4| ≤ |y5| ≤ |y6| ≤ |y7|. Posons
pour tout k ≥ 1, Bk = {[xi1xj2]/i + j = k}, B0 = {1} et Wk le sous
espace vectoriel de Hpair(
∧
V, d) engendre´ par Bk. On a e´videmment
dimW0 = 1 et dimW1 = 2, trois cas a` distinguer :
(a) dim(W2+W3) ≥ 2, alors la conjecture (H) est bien ve´rifie´e, car
dimH⋆(
∧
V, d) = 2dimHpair(
∧
V, d) ≥ 2 dim(W0⊕W1⊕W2+W3) ≥ 10 > dimV.
(b) dim(W2 +W3) = 1, alors dimW2 = 1 et Wk = {0}, ∀k ≥ 3.
Posons :
dyi = Pi + αi tel que Pi ∈ Q[x1, x2], αi ∈ Q[x1, x2]⊗
∧
+(y1, ..., yi−1).
On peut supposer que : α1 = α2 = 0, α3 = Q3y1y2 et
P1, P2 line´airement inde´pendants dans Q[x
2
1, x
2
2, x1x2]. Comme
14 M.R HILALI AND M.I MAMOUNI
dα3 = 0 alors Q3 = 0 et donc dy3 = P3. Or W3 = {0},
on peut alors prendre P3 ∈ {x31, x32, x21x2, x1x22}. Ecrivons :
α4 = Q4y1y2 + R4y2y3 + T4y3y1, alors 0 = d
2y4 = (T4P3 −
Q4P2)y1+(Q4P1−R4P3)y2+(R4P2−T4P1)y3, d’ou` le syste`me :
T4P3 = Q4P2
Q4P1 = R4P3
R4P2 = T4P1.
Or P1et P2 sont premiers entre eux, donc il existe Q ∈ Q[x1, x2]
tel que : R4 = QP1 et T4 = QP2, ainsi Q4 = QP3 , d’ou`
dy4 = P4 + d(Qy1y2y3). D’autre part on a : [P4] = 0, ce qui
implique que P4 = d(P
′
1y1 + P
′
2y2 + P
′
3y3). Par conse´quent :
d(y4 − P ′1y1 + P ′2y2 + P ′3y3 −Qy1y2y3) = 0.
Conside´rons y = y4−P ′1y1+P ′2y2+P ′3y3−Qy1y2y3, ω = [P ] un
ge´ne´rateur deW2, et µ la classe fondamentale deH
⋆(
∧
V, d) (ie :
un ge´ne´rateur de Hfd(X)(
∧
V, d). Alors les e´le´ments suivants :
[y], [x1y], [x2y], [Py] et µ sont line´airement inde´pendants dans
H impair(
∧
V, d), d’ou` la conjecture (H) est ve´rifie´e.
(c) W3 = {0}, on peut alors e´crire :
dy1 = x
2
1
dy2 = x1x2
dy3 = x
2
2
dy4 = P4+d(Qy1y2y3).
On conclut comme ci-dessus.
(2) n = 3, e´crivons (
∧
V, d) = (
∧
(x1, x2, x3, y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8), d)
, avec |x1| ≤ |x2| ≤ |x3|, et |y1| ≤ |y2| ≤ |y3| ≤ |y4| ≤ |y5| ≤ |y6| ≤
|y7| ≤ |y8|.
Posons B′k = {[xi1xj2xl3]/i + j + l = k}, B′0 = {1} et W ′k le sous
espace vectoriel de Hpair(
∧
V, d) engendre´ par Bk.
On a dim(W ′0 ⊕W ′1) = 4.
(a) Si dim(W ′2 +W
′
3) ≥ 2, alors :
dimHpair(
∧
V, d) ≥ 2[dim(W ′0 ⊕W ′1) + dim(W ′2 +W ′3)] ≥ 12 > dimV
(b) Si dim(W ′2 +W
′
3) = 1, alors dimW
′
2 = 1 et W
′
k = {0},∀k ≥ 3.
Posons :
dyi = Pi+αi tel que Pi ∈ Q, [x1, x2, x3], αi ∈ Q[x1, x2, x3]⊗
∧
+(y1, ..., yi−1).
On peut alors supposer d’apre`s les hypothe`ses que :
dyi = Pi, (1 ≤ i ≤ 5) sont line´airement inde´pendants dans
Q{x21, x22, x23, x1x2, x1x3, x2x3} et dy6 = P6 ∈ {xi1xj2xl3/i + j +
l = 3}. Soit α = [P ] un ge´ne´rateur de W ′2, on peut prendre
P = xixj , ou` 1 ≤ i ≤ j ≤ 3. On peut se restreindre aux deux
cas : (i, j) = (1, 1) ou (i, j) = (1, 2).
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(i) P = x21, on peut alors e´crire :
P1 = a1x
2
1+x
2
2 P2 = a2x
2
1+x
2
3
P3 = a3x
2
1+x 1x2 P4 = a4x
2
1+x 1x3
P5 = a5x
2
1+x 2x3 P6 = x
3
1 .
Par un simple calcul on ve´rifie que les e´le´ments suivants
sont des cocycles
α1 = x2y2 + a2x1y3 + a5x1y4 − x3y5 + (a2a3 − a4a5)y6
α2 = x3y3 − a3x1y4 − x1y5 − (a3a4 + a5)y6
α3 = x3y1 + a5x1y3 − a1x1y4 − x2y5 + (a1a4 − a3a5)y6
α4 = x2y1 + (a3x1 − x2)y3 − (a1 + a23)y6
α5 = a4x1y3 − x2y4 + x1y5 − (a3a4 + a5)y6
α6 = x1y2 + (a4x1 − x3)y4 − (a2 + a24)y6.
Conside´rons la matrice :
M =

0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
a2 0 a5 a3 a4 0
0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0
a5 −a3 −a1 0 0 a4
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 −1 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
(a2a3 − a4a5) −(a3a4 + a5) (a1a4 − a3a5) −(a1 + a23) −(a3a4 + a5) −(a2 + a24)

Soient E le Q-espace vectoriel engendre´ par l’ensemble
B = {x1y1, x2y1, x3y1, x1y2, x2y2, x3y2, x1y3, x2y3, x3y3,
x1y4, x2y4, x3y4, x1y5, x2y5, x3y5, y6} et {e1, e2, e3, e4, e5, e6}
la base canonique de R6. Alors on a : αi =Mei, ∀i, 1 ≤
i ≤ 6 (les composantes sont dans la base B)
La matriceM e´tant de rang 6, donc [α1], [α2], [α3], [α4], [α5],
et [α6] sont line´airement inde´pendants dansH
impair(
∧
V, d),
d’ou` la conjecture (H) est re´alise´e.
(ii) P = x1x2, posons alors :
P1 = a1x1x2 + x
2
1 P2 = a2x1x2 + x
2
2
P3 = a3x1x2 + x
2
3 P4 = a4x1x2 + x1x3
P5 = a5x1x2 + x2x3 P6 = x
2
1x2.
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On montre de la meˆme manie`re, que les e´le´ments suivants
sont line´airement inde´pendants dans H impair(
∧
V, d),
[x2y1 − a1x1y2 + (a1a2 − 1)y6]
[x3y1 − x1y4 − a1x1y5 + (a1a5 + a4)y6]
[x2y4 − a4x1y2 − x1y5 + (a2a4 + a5)y6]
[x3y4 − x1y3 − a4x1y5 + (a4a5 + a3)y6]
[(a5x1 + x3)y2 − (a2x1 + x2)y5 − 2a2a5y6][
a3x1y2 − x2y3 + (x3 − a5x1)y5 − (a2a3 − a25)y6
]
D’ou` la conjecture (H)
(c) W ′2 = {0}, dans ce cas on peut poser :
dy1 = x
2
1 dy2 = x
2
2 dy3 = x
2
3
dy4 = x1x2 dy5 = x1x3 dy6 = x2x3.
Les e´le´ments suivants sont line´airement inde´pendants dans
H impair(
∧
V, d) :
[x2y1−x1y4], [x1y2−x2y4], [x3y1−x1y4], [x1y3−x3y5], [x3y2−
x2y6] et [x2y3 − x3y6], ce qui ache`ve la de´monstration. 
Preuve The´ore`me E. Posons fd(X) = N , on a d’apre`s the´ore`me 2.2 que
n∑
i=1
|xi| ≤ N et
n+p∑
i=1
|yi| ≤ 2N−1, or |xi| ≥ 2 et |yi| ≥ 3, d’ou` n ≤ N
2
, n+p ≤
2N − 1
3
et dimV = 2n + p ≤ 7N − 2
6
, d’autre part on sait the´ore`me 2.4
que dimH∗(X,Q) ≥ 2rk0(X) or rk0(X) = N − codim(X) ≥ N − 6, donc
dimH∗(X,Q) ≥ 2N−6, on cherche alors les entiers ve´rifiant 2N−6 ≥ 7N − 2
6
ou bien 3.2N − 224N + 64 ≥ 0
L’e´tude de la fonction f(N) = 3.2N − 224N + 64 montre qu’elle est
croissante sur l’intervalle
[
224
ln 8
ln 2
,+∞
[
or
224
ln 8
ln 2
≤ 10, donc ∀ N ≥ 10, f(N) ≥
f(10) = 896, alors que pour N ≤ 10, la conjecture (H) est vrai d’apre`s 2 
3.4. Cas symplectique. (avec condition)
Preuve du The´ore`me F. On rappelle que X les espaces symplectiques
ve´rifient les proprie´te´s suivantes [AP-86] :
fd(X) = 2m
∃w ∈ H2(X,Q) tel que H2m(X,Q) ∼= Qwm
le cup-produit wk : Hm−k(X,Q) −→ Hm+k(X,Q)
est un isomorphisme
Ainsi les nombres de Betti b2i = dimH
2i(X,Q), 0 ≤ i ≤ m sont tous non
nuls, donc dimHpair(X,Q) ≥ m+1, or χc = 0 car le cas contraire (χπ = 0)
est de´ja` re´solu dans le cas pur, donc
dimH∗(X,Q) = 2dimHpair(X,Q)
≥ 2m+ 2
> 2m
= fd(X) ≥ dimV d’apre`s the´ore`me 2.2
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
3.5. Cas cosymplectique. (sans condition)
Preuve du The´ore`me G. Si X = M2n+1 est une varie´te´ co-
symplectique, d’apre´s [BG-67] les nombres de Betti sont tous non nuls, plus
encore, dans[CLM-93] on a : b0 = b2n+1 ≤ b1 = b2n ≤ · · · ≤ bn = bn+1 donc
dimH∗(∧V,Q) =
2n+1∑
i=0
bi ≥ 2n+ 2 > 2n + 1 = fd(X) ≥ dimV . 
Remarque 3.1. D’apre`s la de´finition d’une varie´te´ cosymplectique il existe
une I-forme ferme´e η et donc une classe dans le H1(X) qui n’est pas nulle.
Tous les exemples connus de varie´te´s cosymplectiques sont NON 1-
connexes. Le pi1 est celui d’un tore de dimension ≥ 1 ou un groupe nilpotent
(X = G/Γ) est une nilvarie´te´.
Cependant il s’agit d’espaces simples (pi1 abe´lien ope´rant trivialement
sur les pin) ou bien d’espaces nilpotents (pi1 nilpotent ope´rant de manie`re
nilpotente sur les pin).
Ces espaces admettent des mode`les minimaux de Sullivan (non 1 connexe)
qui ve´rifie la proprie´te´ fd(X) ≥ dimV
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